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不确定的、模糊的现象在现实生活和生产的各个领域中都大

量存在，粗糙集理论正是为了处理这些不确定的现象应用而生

的一种数学工具。自产生以来，它受到国内外许多信息科学工作

者和数学工作者的关注，无论是理论还是应用方面，都取得长足

的发展。随着计算机科学与信息科学的飞速发展，有关它们的数

学基础的研究越来越受到人们的关注和重视，已经成为数学工

作者、计算机科学和信息科学工作者共同感兴趣的领域。粗糙集
理论正是这样的一个交叉领域，它是数据分析和知识处理中的

一个强有力的数学工具。

作为数学中最重要的主题之一，拓扑也为粗糙集的研究提供

了数学工具和一些有趣的研究课题，众多中外学者研究了单论

域粗糙集与拓扑相关的性质，得到许多有意义的结果.本文讨论
双论域粗糙集的相关拓扑。

1 预备知识
1.1 双论域粗糙集
本文中的论域都不要求是有限的。

定义 1 [1、2]：设 U，V是两个非空论域，R是从 U 到 V 的一个
二元关系，即 R⊆U×V，则称三元组（U，V，R）是一个双论域近似
空间。

对于一个从 U到 V的二元关系 R及任意的 x∈U，y∈V，记：
R（x）={y∈V|xRy}，R-1（y）={x∈U|xRy}。
定义 2[2]：设（U，V，R）是一个双论域近似空间，x∈U，若 R（x）=

∅，称 x是相对于 R的一个孤立元。
定义 3[2]：设（U，V，R）是一个双论域近似空间，对任意的 X⊆

V，定义 X的上近似集和下近似集如下：
R（X）={x∈U|R（x）⊆X}
R（X）={x∈U|R（x）∩X≠∅}
称（R（X），R（X））为粗糙集。

1.2 拓扑空间
定义 4[3]：设 X是一个集合，X的子集族 T称为 X上的一个

拓扑，若 T满足：
（1）X，∅∈T。
（2）若 A，B∈T，则 A∩B∈T。
（3）若 T1⊂T，则∪T1∈T。
并称（X，T）是一个拓扑空间。
定义 5 [3]：（X，T）是一个拓扑空间，B⊆T，若对每一个 U∈T，

都存在 B1⊂B使得 U=∪B⊂B1B，则称 B是拓扑 T的一个基。
引理 1[3]：设 X是一个集合，B是 X的子集族，如果条件：
（1）∪B=X。
（2）若 B1，B2∈B，则对任意的 x∈B1∩B2，存在 B∈B 使 x∈

B⊂B1∩B2。
都成立，则在 X上存在唯一的以 B为基的拓扑。
定义 6[3]：（X，T）是一个拓扑空间，S⊆T，若：
{S1∩S2∩…∩Sn|Si∈S，i=1，2，…，n；n∈N}
是 T的一个基，则称 S为拓扑 T的一个子基，或者称 S为拓

扑空间 X的一个子基。
引理 2[3]：设 S为非空集合 X的子集族，若 X=∪S，则存在 X

的唯一的拓扑以 S为子基。
2 双论域粗糙集模型上的几个拓扑

定理 1：设（U，V，R）是一个没有孤立元的双论域近似空间，
令 S={R-1（y）|y∈V}，则 S是集合 U上的一个拓扑子基。

证明因为（U，V，R）没有孤立元，所以对任意的 x∈U，存在
y∈V使得 xRy，即 x∈R-1（y），因此：

U=∪S
由引理 2得，S是集合 U上的一个拓扑子基。
我们将 U上以 S为子基的拓扑记为 TS。
定理 2：设（U，V，R）是一个没有孤立元的双论域近似空间，

对每一个子集 B⊆V，记：
ω（B）=∩{R-1（y）|y∈B}
再令：

摘 要：粗糙集理论是处理不精确、不确定与不完全信息的一个有力的数学工具，在人工智能、模式识别以及决策支
持与分析等众多领域都得到广泛的应用和研究。双论域粗糙集模型是将经典的 Pawlak粗糙集模型推广到两个不同但相关
的论域上。 本文将拓扑方法引入双论域粗糙集模型的研究中，利用拓扑基、子基和序这几个工具在双论域粗糙集模型的一
个论域上建立了多个拓扑结构，并讨论了这些拓扑之间的关系。
关键词：双论域粗糙集；拓扑；基；子基；预序
中图分类号：O159 文献标识码：A 文章编号：1004-7344（2021）19-0311-02

研究园地

311



大 科 技
2021年 5月

B={ω（B）|B⊆V}
则 B是 U上某个拓扑的基。
证明由于∪B=U且对任意的 B1，B2⊆V，有：
ω（B1）∩ω（B2）=ω（B1∪B2）∈B
根据引理 1得，B是 U上某个拓扑的基。
我们将 U上以 B为基的拓扑记为 TB。
设 X是一个非空集合，≤是 X上的一个二元关系。若对任意

的 x∈X，都有 x≤x，则称≤是自反的；若对任意的 x，y，z∈X，由
x≤y且 y≤z可推得 x≤z，则称≤是传递的；若≤既是自反的又
是传递的，则称≤是 X上的一个预序。设≤是 X上的一个预序，
A⊆X，令：
 A={y∈X|存在 x∈A使得 y≤x}
 A={y∈X|存在 x∈A使得 x≤y}
若 A=A，则称 A关于≤是一个上集。对于一个单点集{x}⊆

X，我们用 x来表示 {x}，用 x来表示 {x}。容易看出：
 A=∪{ x|x∈A}
 A=∪{ x|x∈A}
设（U，V，R）是一个双论域近似空间，定义论域 U上的一个

二元关系≤：对任意的 x1，x2∈U。
x1≤x2⇔R（x1）⊆R（x2）
易见，≤是 U上的预序。于是，由文献[4]知，≤诱导出 U上的

两个拓扑 T≤1 和 T≤2 ，其中：
T≤1 ={A⊆U|A关于≤是上集}。
T≤2 以 S1={U\ x|x∈U}为子基。
至此，对于一个没有孤立元的双论域粗糙集模型（U，V，R），

我们构造了四个拓扑，如图 1所示。

下面我们讨论这四个拓扑之间的关系。

定理 3：设（U，V，R）是一个没有孤立元的双论域近似空间，
则 TS⊆TB。
证明因为：

S={R-1（y）y∈V}={ω({y})|y∈V}⊆B
所以 TS⊆TB。
定理 4：设（U，V，R）是一个没有孤立元的双论域近似空间，

则 T≤2 ⊆TS。

证明对任意的 x∈U，有：
U x={u∈U|u≮x}={u∈U|R（u） R（x）}={u∈U|存在 v∈R

（u）/R（x）}=∪{R-1（y）|y∈V\R（x）}∈TS

所以 S1⊆TS，从而 T≤2 ⊆TS。

定理 5：设（U，V，R）是一个没有孤立元的双论域近似空间，则

TB=T≤1 。
证明先证 TB⊆T≤1 。设 A∈B，则存在 B⊆V使得 A=ω（B）=∩

{R-1（y）|y∈B}。下证 A关于≤是上集：设 x1∈A且 x1≤x2，则 R（x1）
⊆R（x2）。对任意的 y∈B，有 x1∈R-1（y），故 y∈R（x1），从而 y∈R
（x2），故 x2∈R-1（y），于是：

x2∈∩{R-1（y）|y∈B}=A
所以 A关于≤是上集，即 A∈T≤1 ，从而 B⊆T≤1 ，于是 TB⊆T≤1 。
再证 T≤1 ⊆TB。设 A∈T≤1 ，则 A关于≤是上集，即 A= A=∪

{ x|x∈A}。下证 x=ω（R（x））。设 x1∈ x，则 x≤x1，即 R（x）⊆R
（x1）。则对任意的 y∈R（x），有 y∈R（x1），则 x1∈R-1（y），故 x1∈ω
（R（x）），从而 x⊆ω（R（x））。另一方面，设 x1∈ω（R（x））=∩{R-1

（y）|y∈R（x）}，则对任意的 y∈R（x），有 x1∈R-1（y），从而 y∈R
（x1），于是 R（x）⊆R（x1），即 x≤x1，亦即 x1∈ x，从而 ω（R（x））⊆
 x，所以 x=ω（R（x））。A可以写成 B中若干成员的并，故 A∈TB。

综合上述两个方面得，TB=T≤1 。
定理 5表明，虽然是以不同的方式进行定义的，但 TB与 T≤1

事实上是论域 U上的同一个拓扑。
综上，按上述四种方式构造的论域 U上的拓扑之间的大小

关系见图 2。

3 结语
本文在双论域粗糙集模型的一个论域上构造了四个拓扑，讨

论了这四个拓扑之间的关系，同样地，另一个论域上也存在相应

的几个拓扑。本文初步建立起双论域粗糙集与拓扑之间的联系，

进一步地还可以定义双论域粗糙集的若干拓扑性质，并探究拓

扑性质在双论域粗糙集属性约简中的应用。
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图 1 近似空间生成的拓扑

图 2 几个拓扑之间的关系
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